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Ordinary differential
equations

initial-value problem:

du
dt = u′ = f (t, u) (1)

initial condition:

u(0) = u0 (2)

example:

u′ =4tu u(0) =2 (3)
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Ordinary differential
equations: Analyt-
ical solution

du
dt = 4tu ⇒ 1

u ·
du
dt = 4t ⇒ 1

u du = 4tdt ⇒
∫ 1

u du =
∫

4tdt

⇒ ln u + C1 = 2t2 + C2 ⇒ eln u = e2t2 · eC2−C1︸ ︷︷ ︸
c

(4)

⇒ u = c · e2t2 (5)

initial condition:

u(0) = c · e2·02 = 2⇒ c = 2

⇒ u(t) = 2e2t2 (6)
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Ordinary differential
equations: Analyt-
ical solution

“test”: Derivative of equation (6) and comparison to (3):

u′ = 2 · e2t2 · 4t =4t · 2e2t2︸ ︷︷ ︸
=u(t)

u′ =4t · u
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Ordinary differential
equations: Numer-
ical solution

Explicit Euler method:

du
dt = u′ = 4tu ⇒ ∆u

∆t = 4tu ⇒ un+1 − un
tn+1 − tn︸ ︷︷ ︸

h

= 4t · u(tn) (7)

⇒ un+1 = un + 4 · h · t · un (8)

Daniel Wildt Summer School
16/11/2021 Water surface estimation 6/28



University of Natural Resources
and Life Sciences, Vienna
Department of Water, Atmosphere
and Environment

Ordinary differential
equations: Numer-
ical solution

Predictor-Corrector method (Runge-Kutta method):

du
dt = u′ = 4tu ⇒ ∆u

∆t = 4tu ⇒ un+1 − un
tn+1 − tn︸ ︷︷ ︸

h

= 4tn+ 1
2
· u(tn+ 1

2
) (9)

⇒ un+1 = un + 4 · h · tn+ 1
2
· un+ 1

2
(10)

un+ 1
2

=
un + u∗n+1

2 tn+ 1
2

=
tn + t∗n+1

2 (11)

u∗n+1 is estimatied using the Euler-method (8)
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Ordinary differential
equations: Numer-
ical solution

(a) input (b) solution using the Euler-method

Fig.: Solution of the ordinary differential equation (3) using the Euler method for
discretization
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Ordinary differential
equations: Numer-
ical solution

Fig.: Solution of the ordinary differential equation (3) using the
Predictor-Corrector method for discretization
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Ordinary differential
equations: Numer-
ical solution
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Water surface estim-
ation: Differential
equation of the wa-
ter surface

dh
dx = IS − IE

1 + dhg
dh

= IS − IE
1− Q2·B

g ·A3

= IS − IE
1− Fr2 (12)

see e. g. Maurer (2010) for the derivation
Analytical solution available only for a small number of cases, e. g.:
I method by Tolkmitt for parabolic cross sections
I method by Rühlmann for rectangular cross sections
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Water surface estim-
ation: Differential
equation of the wa-
ter surface
Finite Differences Method:

hi+1 − hi
xi+1 − xi

= IS − IE
1− Q2·B

g ·A3

⇒ hi+1 =hi + ∆x · IS − IE
1− Q2·B

g ·A3

(13)

slope of the energy grade line IE , e. g. from Manning-Strickler equation:

Q(h) = kSt · I
1
2
E · R(h)

2
3 · A(h)⇒ IE = Q2(h)

k2
St · R(h) 4

3 · A2(h)
(14)

Euler scheme:
IE = IEi = Q2

k2
St · R(hi )

4
3 · A2(hi )

(15)
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Water surface estim-
ation: Differential
equation of the wa-
ter surface

Predictor-Corrector scheme:

IE = IEi+ 1
2

= Q2

k2
St · R(hi+ 1

2
) 4

3 · A2(hi+ 1
2
)

(16)

using:

A(hi+ 1
2
) =

A(hi ) + A(h∗i+1)
2 R(hi+ 1

2
) =

R(hi ) + R(h∗i+1)
2 (17)

h∗n+1 estimatied using the Euler scheme (8)

Daniel Wildt Summer School
16/11/2021 Water surface estimation 13/28



University of Natural Resources
and Life Sciences, Vienna
Department of Water, Atmosphere
and Environment

Water surface estim-
ation: Differential
equation of the wa-
ter surface

Fig.: Solution of the differential equation of the water surface using the Euler
scheme
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Water surface estim-
ation: Differential
equation of the wa-
ter surface
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Water surface estim-
ation: Differential
equation of the wa-
ter surface

Fig.: Solution of the differential equation of the water surface using the
Predictor-Corrector scheme
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Water surface estim-
ation: Water surface
at non-uniform flow
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Water surface estim-
ation: Water surface
at non-uniform flow

subcritical uniform flow at:
M1 build-up at subcritical flow
M2 acceleration of subcritical flow
M3 build-up of supercritical flow at low bed slope upstream the

hydraulic jump
supercritical uniform flow:

S1 build-up of supercritical flow at low bed slope downstream
the hydraulic jump

S2 acceleration of supercritical flow
S3 build-up at supercritical flow

Daniel Wildt Summer School
16/11/2021 Water surface estimation 18/28



University of Natural Resources
and Life Sciences, Vienna
Department of Water, Atmosphere
and Environment

Water surface estim-
ation: Water surface
at non-uniform flow
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Water surface estim-
ation: Water surface
at non-uniform flow

Use the MSExcel workbook Staukurve_v10.xls to calculate the water
surface at non-uniform flow conditions given the following values:
I river width b = 30m
I water depth at the starting point h0 = 2,5m
I discharge Q = 525m3 s−1

I Manning’s coefficient 1
n = kSt = 34m1/3 s−1

I bed slope I = 0,01

Tasks Staukurve_v10.xls
I Which type of curve will be found under the given conditions?
I Change the input values for other possible curve types!
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Water surface estim-
ation: Bifurcation

VU 819.302
WS2020/21

Hydrodynamik
2. Übung: Wasserspiegellagen

IWA
Stand: 04/10/2020

Flussbreite b in m 30

Wasserstand am Ausgangspunkt in m 2.5

Abfluss in m³/s 525

Stricklerbeiwert kST in m1/3/s 34

Sohlgefälle 0.01

Welcher Kurventyp würde sich einstellen?

L1 = 15 km
L2 = 25 km
L3 = 10 km
b1 = 60 m
b2 = 72 m
b3 = 120 m
i1 = 5E-04
i2 = 3E-04
i3 = 5E-04

hA = hB = 5 m
Q = 750 m³/s

Wie groß sind die Durchflüsse Q 1  und Q 2 ?

Für den vorgegebenen verzweigten Fluss soll die Rückstaukurve ermittelt werden. Die arbeitsblattbasierte
Berechnung des Abflusses mit den entsprechenden Wasserständen beruht auf dem expliziten Verfahren
nach Euler. 

Gegeben ist ein verzweigter Fluss mit folgenden Kennwerten:

Welche Wasserstände ergeben sich am Beginn der Strecke L 3  und 
an deren Ende (Verzweigung)?

Wasserspiegellagen

Kurventyp

Es soll eine Wasserspiegellagenberechnung für einen rechteckigen Gerinneabschnitt mit stationärem und
leicht ungleichförmigem Abfluss durchgeführt werden. Grundlage für die arbeitsblattbasierte Berechnung ist
die Differenzialgleichung für die Wasserspiegellage im allgemeinen Gerinne. Die Berechnung erfolgt mittels
Differenzenverfahren mit diskreten Schrittweiten (Euler Methode). Eine Verbesserung der Berechnungs-
ergebnisse erreicht man mit Hilfe der Predictor-Corrector-Methode (verbesserte Euler-Methode).

Gegeben ist ein Rechteckprofil mit folgender Charakteristik:

Ändern Sie die Eingangsparameter beliebig, um alle möglichen Kurventypen darzustellen.

Staukurve (backwater curve)

Dx =     1000 m
C =         50 m1/2/s

α= 150 m²/s

Fig.: Backwater curve and bifurcation, solve using Backwater_cure_v11.xls.
solution: a) Q1 = 388,7m3 s−1, Q2 = 361,3m3 s−1; b) 3,15m and 3,23m
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Retention basin

dV = (Qin − Qaus) dt (18)
V =A · h (19)

dV =A dh
dt = (Qin − Qout) dt (20)

VU 819.302
WS 2020

Hydrodynamik
2. Übung: stehende Retention

IWA
Stand: 04/10/2020

Nach wie vielen Stunden stellt sich wieder der Basisabfluss ein? (2 Nachkommast.)

Becken A wird um 20 % vergrößert.

Nach wie vielen Stunden stellt sich wieder der Basisabfluss ein?

Becken B wird um die Hälfte verkleinert (Becken A auf Ausgangsgröße).

Nach wie vielen Stunden stellt sich wieder der Basisabfluss ein?

Wie können die Unterschiede dieser Änderungen interpretiert werden? (1-2 Sätze)

Stehende Retention - Rückhaltebecken

In diesem Beispiel wird ein künstlicher Retentionsraum berechnet. Das Rückhaltebecken ist mit einem
zusätzlichen Überlaufbecken verbunden. Der Wasserspiegel wird als horizontal angenommen wodurch
sich die instationäre Strömung auf die zwei Gleichungen reduziert: Kontinuitätsgleichung und
Ausflusscharakteristik. Für die Berechnung muss die Hochwasserganglinie vorhanden sein. Ergebnis ist die
Verzögerung und Abminderung des Scheitelabflusses. Berechnet wird diese mit der Euler Methode, sowie
mit der Predictor-Corrector-Methode (verbesserte Euler-Methode).

Eine Hochwasserwelle erreicht ein Rückhaltebecken (siehe Skriptum S. 76):

Fig.: Scheme of the retention basin
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Retention basin:
Discretization
basin A

Euler method:

∆VA = AA ·∆hA = (Qin − Qout − QAB) ·∆t (21)(
hn+1

A − hn
A

)
· AA = (Qin − Qout − QAB)n ·∆t (22)

⇒hn+1
A = ∆t

AA
· (Qin − Qout − QAB)n + hn

A (23)

Predictor-Corrector method:

⇒hn+1
A = ∆t

AA
· (Qzu − Qout − QAB)n+ 1

2 + hn+ 1
2

A (24)
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Retention basin:
Discretization
basin B

Euler method:

∆VB = AB ·∆hB =QAB ·∆t (25)(
hn+1

B − hn
B

)
· AB =Qn

AB ·∆t (26)

⇒hn+1
B = ∆t

AB
· Qn

AB + hn
B (27)

Predictor-Corrector method:

⇒hn+1
B = ∆t

AB
· Qn+ 1

2
AB + hn+ 1

2
B (28)
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Retention basin:
Outlet flow rate

Flow rate Qout through outlet basin A:

Qout = min
(
12,5 · h

3
2
A, 100m3 s−1

)
(29)

Q0
out =35m3 s−1 ⇒ h0

A =
(

Q0
out

12,5

) 2
3

= 1,99m (30)

Flow rate between basin A and B:

AAB =


36,5 ·

√
hA − hB für hA > hB ≥ 4,5m

−36,5 ·
√

hB − hA für hB > hA und hB > 4,5m
0m3 s−1 für 4,5m > hB ≥ hA

(31)
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Retention basin

A system of two retention basins A and B is
installed for flood protection (see figure).

Tasks Rueckhaltebecken_v11.xls
1. What time does it take until steady

flow conditions are reached after the
beginning of the given event?
1.a using the default basin sizes

(AA = 106 m2, AB = 500 000m2)
1.b basin A is 20% bigger
1.c basin B is 50% smaller (basin A back

to default size)
2. How can the differences be explained?

VU 819.302
WS 2020

Hydrodynamik
2. Übung: stehende Retention

IWA
Stand: 04/10/2020

Nach wie vielen Stunden stellt sich wieder der Basisabfluss ein? (2 Nachkommast.)

Becken A wird um 20 % vergrößert.

Nach wie vielen Stunden stellt sich wieder der Basisabfluss ein?

Becken B wird um die Hälfte verkleinert (Becken A auf Ausgangsgröße).

Nach wie vielen Stunden stellt sich wieder der Basisabfluss ein?

Wie können die Unterschiede dieser Änderungen interpretiert werden? (1-2 Sätze)

Stehende Retention - Rückhaltebecken

In diesem Beispiel wird ein künstlicher Retentionsraum berechnet. Das Rückhaltebecken ist mit einem
zusätzlichen Überlaufbecken verbunden. Der Wasserspiegel wird als horizontal angenommen wodurch
sich die instationäre Strömung auf die zwei Gleichungen reduziert: Kontinuitätsgleichung und
Ausflusscharakteristik. Für die Berechnung muss die Hochwasserganglinie vorhanden sein. Ergebnis ist die
Verzögerung und Abminderung des Scheitelabflusses. Berechnet wird diese mit der Euler Methode, sowie
mit der Predictor-Corrector-Methode (verbesserte Euler-Methode).

Eine Hochwasserwelle erreicht ein Rückhaltebecken (siehe Skriptum S. 76):

Fig.: Scheme of the retention
basin
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